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Aufgabe 1 (10 Punkte). Fir n € N sei f,: [0, 00[ — R definiert durch

€T z

fo(z) = —e n.

n2

Zeigen Sie: Die Folge (f,)nen konvergiert gleichméfig gegen 0, aber

lim /OO fo(z)de = 1.
0

n—oo

Bemerkung: Der Satz zur Vertauschung von Integral und Grenzwert bei gleichméfliger
Konvergenz ist also nicht auf uneigentliche Riemann-Integrale anwendbar.

Lésung. Fiir alle z € [0, 00| gilt €® > 1+ x, also e < (1 + x)~!. Somit ist fiir alle z > 0

und n € N
r = T 1 1 1 1
—e n < — = — < —.
n? — n? 1+ n\2+1) " n

Zudem ist f,,(0) = 0. Es folgt

1
sup | fo(z)] < —
z€[0,00] n

was gleichmaflige Konvergenz von (f,,)nen gegen 0 beweist.

(ii) Sei R > 0. Wir berechnen mit partieller Integration

n 1,
/0 fn(a:)d:B:nQ/O xe ndx
1

R R
= — | —nxe ™ + n/ e ndx

R R R -
= Zew = e n—en+1TF 0-04+1=1.
n

Es folgt

R—o00

00 R
/ fo(z)dx = lim / fo(z)dz =1,
0 0
also auch
n—oo

lim /000 folz)dx = 1.

Alternativ kann man auch iiber die Gammafunktion argumentieren. O



Aufgabe 2 (10 Punkte). Fir n € N sei f,: R — R definiert durch

folz) == \4/x4 + ;4.

(i) Zeigen Sie, dass (f,)nen auf R gleichmafig gegen die Betragsfunktion |-| konvergiert.

(ii) Berechnen Sie

Lésung. (i) Fir a,b > 0 haben wir folgende Identitét:
a* — b = (a® + b*)(a® — b*) = (a® +b*)(a + b)(a — D),

also
a* — b
(@a®>+ b)) (a+b)

Angewandt auf unsere Situation ergibt sich

(a—b) =

fo L - ot + & — |l 11
n* ( /x4+7714+|37|2) (4/374_1_”714_1_@’) IRGRVESTES n’
Es folgt
4/ 4 ]- 1 n—ao0
sup [/ +7—!$| < - —0,
z€R n n

also die gewiinschte gleichméafige Konvergenz.

(ii)) Wegen der in (i) gezeigen gleichmafBiigen Konvergenz kénnen wir geméf einem Satz
der Vorlesung den Grenzwert und das Integral vertauschen. Wir erhalten

1 1 1

1
lim/ fn(:):)dx:/ lim fn(x)dx:/ |z| dz = -.
n—00 0 0 n—oo 0 2

Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass fir alle z € |—1, 1] gilt:

fe'e) :L,Qn—i-l
tanz = > (—1)" .
arctan nz:%( ) 1

Hinweis: Benutzen Sie den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, die geome-
trische Reihe und den Satz zur Vertauschung von Grenzwert und Integral.

Losung. Sei x € ]0,1[. Den Fall x € ]—1,0[ behandelt man komplett analog zu dem
folgenden Beweis. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist

14 ¢2 dt.

T T
arctan = arctan z — arctan(0) = / arctan’(t) dt = /
0 0



Die geometrische Reihe Y0° ;" hat Konvergenzradius R = 1. Da |z| < 1, konvergiert sie
nach Vorlesung auf {¢t € R : |t| < x} absolut und gleichméBig. Es ldsst sich also der Satz
zur Vertauschung von Grenzwert und Integral anwenden und wir erhalten

[ i [Scoran S [manSop

0 n=0 n=0 n=0

Bemerkung: Man kann zeigen, dass die Gleichheit auch giiltig bleibt fiir x = 1 und = = —1.
Das folgt aber nicht aus dem obigen Argument (Warum?). O

Aufgabe 4. Berechnen Sie die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen:

Zn

(i) f: =

(i) > b2 fir b e C,
n=0

> a” fir n gerade
(i) 3 an2" mit a, = T EeatS i abeC
=0 b"  fiir n ungerade,

Lésung. (i) Mit Induktion kann man leicht folgende Ungleichung fiir alle n € N beweisen:

. n\ /2

1 ) n/4
< (Z
NG (n) ’

Es folgt

also ist
1/n

lim sup =0.

1
e ‘m

Aus der Formel fiir den Konvergenzradius erhalten wir R = oc.

(ii) Aus der Formel fiir den Konvergenzradius folgt

0 fir |p| > 1,

1
= =4¢1 furlp|=1
lim sup,,_, . |b|" i |b] ’

oo fur |b] < 1.

(iii) Es ist limsup,,_, ., {/|a,| = max{|al, |b|}, also

1 1
R = min{, }
lal " [0]



